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Nonlinear Ship Motion in Waves
$(\mathrm{s}_{\iota 111}\dot{\mathrm{c}}1\{)\mathrm{M}_{1}11^{\cdot}\dot{C}\mathrm{t};,,\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{t}^{\backslash })$
$(\mathrm{M}_{\mathrm{t})}\mathrm{t}_{0}111\mathrm{c}‘\iota^{\iota}\mathrm{I},\mathrm{a}\mathrm{I}\backslash (111\iota 11^{\cdot}\mathrm{t}))\Gamma$
- (I\v{c}azuyuki $\mathrm{A}\mathrm{i}1_{1i\lambda 1}\cdot \mathrm{a}$)
Abstract
1Vat $(^{1}1^{\cdot}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{o}(\mathfrak{c}1\mathrm{i}_{1}\mathrm{i}11\mathrm{t}\mathrm{t})\backslash \sigma\backslash ,\mathrm{h}\mathrm{i}_{1^{)_{\backslash }^{\zeta\backslash }}}$, led to $\mathrm{k}‘,{}^{\mathrm{t}}(\ln\not\in 1\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{i}((i_{C}‘\iota_{1^{)}\backslash }\mathrm{t}^{1},\mathrm{i}r/\mathrm{y}\mathrm{i}_{1}_{\dot{\mathrm{c}}\iota(}\cdot(.\mathrm{i}(1(\backslash 11\dagger\iota\zeta^{1},$. We $\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{X}-$
$1)$ ( $\}1^{\cdot}\mathrm{i}_{1}11(^{1}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{a}11\mathrm{y}\mathrm{f}\mathrm{t})1111(1$ llolllillear Inotioll. $\mathrm{i}_{11(}\cdot 11\mathrm{J}-(1\mathrm{i}1(\mathrm{h}‘ \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{i}$ (. $\mathrm{O}11$ ( $\backslash$ . of a flooded $\mathrm{k}\mathrm{t}^{1},11\mathrm{i}1$ )
ill waves. The $(^{\backslash }\mathrm{x}_{1})(^{\backslash }\mathrm{r}\mathrm{i}_{1}11\mathrm{t}\backslash \mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}1$ results suggested that ( $.(|11^{)}1\mathrm{i}\mathrm{U}\mathrm{g}$ of $1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{l}1_{11}1\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}11^{\cdot}\mathrm{g}1(1$
flooded $\backslash \backslash ^{\mathrm{v}}‘\lambda \mathrm{t}(^{1}1^{\cdot}(1\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{i}11\mathrm{a}\mathrm{t}(1J‘ \mathrm{k}\mathrm{i}^{\backslash })$ this $11(\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}_{11\mathrm{t},\mathrm{a}1}\mathrm{Y}1)\mathrm{h}(\backslash 11(\mathrm{m}\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{n}\mathrm{t}11$ . We ($1\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}\{^{1}$ a $111\dot{\mathrm{c}}\iota \mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{t}^{\backslash }111\dot{C}\mathrm{L}\mathrm{t}\mathrm{i}-$
$\mathrm{t}$ $A$ model for this (($11\mathrm{P}^{11\iota}\mathrm{e}(11\langle)\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{I}\mathrm{l}‘ \mathrm{a}\mathrm{n}(1$ study $\}_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}111^{\cdot}$( $.\dot{\mathrm{c}}1\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11$ of $1$ ) $(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}((1\mathrm{i}$ (. solutions.
The $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{s}\iota \mathrm{J}_{-}1\mathrm{t}^{\zeta}1^{\backslash }$ ’ show that the $11(11\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{l}\mathrm{y}(.()\iota 11^{111})(\tau(\mathrm{k}\zeta^{\tau},\mathrm{y}^{\zeta_{)}\mathrm{t}}\epsilon^{1}t\backslash 11(..\mathrm{d}\mathrm{J}11)1^{\cdot}()(111\langle.(\backslash (.()1111^{1})\mathrm{i}(.‘ \mathrm{d}\mathrm{t}‘\backslash (1$
$\}_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}\iota 1\mathrm{r}\mathrm{t}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}111)\mathrm{h}(\mathrm{y}\mathrm{D}(\mathrm{m}\mathrm{t}\backslash 11\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{n}(1$ that $\mathrm{t}\cdot \mathrm{h}\mathrm{a}o\mathrm{t}\mathrm{i}(‘,\mathrm{t}(1\iota 1\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{o}11^{\zeta^{\backslash }}., \mathrm{a}1^{\cdot}(^{1}\mathrm{g}(\backslash 11(\backslash 1^{\cdot}.\mathrm{d}\mathrm{t}(1(1\dot{C}\iota \mathrm{f}\mathrm{t}(\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot 1)(\backslash 1^{\cdot}\mathrm{i}()(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\cdot$
solutions $\}_{\mathrm{J}(^{1}\mathrm{t}}\cdot 0111\mathrm{t}\mathrm{Y}1111^{\zeta \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}11}|\backslash ,$( with the $\mathrm{N}(\backslash \mathrm{i}_{111\mathrm{a}\mathrm{r}}.\mathrm{k}- \mathrm{S}.\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot \mathrm{k}(^{\backslash }1^{\cdot}|_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}_{111(}...\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}()11$ .
1 Introduction
The $1^{\mathrm{J}\mathrm{a}_{\mathrm{c}}^{\sigma;\mathrm{s}(^{1}11}}\mathrm{g}\mathrm{t}\iota 1^{\cdot}\mathrm{f}(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}1^{\cdot}\mathrm{y}Est_{\mathit{0}}n?,a\mathrm{t}\dot{C}\mathrm{L}1^{)\mathrm{s}}\mathrm{i}_{7}\lrcorner \mathrm{t}^{\backslash }(1$ due to water flooding (llto the $\mathrm{v}\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{h}\mathrm{i}(.1\mathrm{t}^{\backslash }(1(^{\mathrm{Y}}(.\mathrm{k}$ ill $\mathrm{t}1_{1\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}}$
Balti( sea in $\mathrm{s}(^{1}\iota)\mathrm{t}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{r}11\dagger$ )( $\backslash 1^{\cdot}$ . 1994. $\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}1_{1}$ heavy loss of lives. The $\mathrm{f}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}1^{\cdot}\mathrm{y}$ Estonia lnet the $(^{\mathrm{Y}}\mathrm{X}\mathrm{i}_{\mathrm{b}^{1}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g}}1\mathrm{l}$
sirfety $1^{\cdot}111t\backslash \backslash \backslash ’ \mathrm{h}\mathrm{i}\langle \mathrm{h}$ is based $011$ a $\mathrm{s}\mathrm{t}.\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}$(. htability analysis. Why did $\mathrm{s}\iota 1$ ( $.\mathrm{h}$ a safe $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1}$ ) $(.\mathrm{c}‘ \mathrm{L}\mathrm{I})\mathrm{s}\mathrm{i}’/_{\iota}\mathrm{t}^{\eta}1$.
$\backslash \eta_{\langle^{\mathrm{Y}}}^{7}(\lambda 1^{\cdot}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{e}$( $1$ out solne $\mathrm{e}\mathrm{x}_{1}$ ) $\mathrm{t}^{\backslash }1^{\cdot}\mathrm{i}111\mathrm{t}\mathrm{Y}11\mathrm{t}_{3}\iota‘ 1$ to exrunine (lynallli(. stability of a $\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{t}$ )(( $1(^{\backslash }(1\mathrm{t}\mathrm{b}^{\tau}\mathrm{h}\mathrm{i}1)\mathrm{i}_{1}1$ xvaves [1].
The $(^{\backslash }\mathrm{x}_{1})\langle \mathrm{Y}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{r}11$($\backslash \mathrm{n}\mathrm{t}‘\lambda 1$ results showed that a flooded $\mathrm{C}^{1},\mathrm{h}\mathrm{i}_{1}$) $(.()|11(1(^{\backslash }\mathrm{x}1_{1}\mathrm{i}\})\mathrm{i}\mathrm{t}11()\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}(\backslash \mathrm{a}\mathrm{l}\cdot 1^{\cdot}\langle\rangle 11111()\dagger \mathrm{i}()11\mathrm{i}_{11}$
$1^{\cdot}(^{\mathrm{l}}\mathrm{g}\iota 11\mathrm{a}\mathrm{r}$ waves. $i\iota 11(1$ that $(\langle)\iota 11^{)}1\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}$ of $1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{l}1$ lllotion and flooded water $(1\langle)111\mathrm{i}_{1}1i\iota \mathrm{t}(^{\backslash }\backslash \mathrm{t}^{\backslash }$, tllis $11(111\mathrm{i}_{1}1(\backslash \cdot \mathrm{d}\iota$
$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{1)()\mathrm{n}}\mathrm{s}(\backslash$. $\mathrm{I}_{11}\dot{\mathrm{c}}\iota(1(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}()11$ . we $\langle^{1}\mathrm{x}_{1^{\mathrm{J}\mathrm{e}}\dot{C}\iota}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{r}11(^{\backslash }11\mathrm{t}11\mathrm{y}\mathrm{i}_{\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{V}(_{\backslash \backslash }}1‘\backslash \mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g}\dot{\mathrm{c}}1\mathrm{t}\mathrm{t}^{\tau}(1\mathrm{V}\subset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\dot{\mathrm{c}}\iota\{\mathrm{i}(\rangle \mathrm{I}1$ of $1^{\cdot}\langle$ $)11111\langle$ $)\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ of a floo $(1(\backslash (1$
$\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1})$ with the wave height using a box-shaped lllodel. The $1^{\cdot}\mathrm{t}^{1}\mathrm{s}\iota \mathrm{J}_{-1\mathrm{t}\mathrm{S}}(1(^{\backslash }111011_{\backslash }\zeta\backslash ,\mathrm{t}_{1\mathrm{a}\mathrm{t}}..(^{\iota}(1(.()1111^{)}1\mathrm{i}(.\dot{C}\mathrm{i}\dagger(^{\backslash }(1$
$\}_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}\iota_{1}1^{\cdot}(\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{o}111\mathrm{J}\mathrm{h}(\backslash \mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{l}\mathrm{r}1(^{1}\mathrm{U}\mathrm{a}\mathrm{i}_{11(}\cdot 1_{1}1(1\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}(111(\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{I}\mathrm{l}$.
$\mathrm{N}\mathrm{t})\coprod 1\mathrm{i}_{11}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{r}(\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{l}\mathrm{l}\dot{\zeta}\iota 11\mathrm{l}\mathrm{i}(\mathrm{d}\mathrm{l}\mathrm{a}_{\mathrm{I}^{)}}1\mathrm{J}1^{\cdot}$ ($\alpha\cdot \mathrm{h}\mathrm{t}^{1}\mathrm{s}$ have $\mathrm{t}$) $(^{1}(\backslash 11\mathrm{a}_{\mathrm{I}})1)1\mathrm{i}(^{1}(1$ to a $111\dot{\subset}\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{h}\langle^{\backslash }111\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}(‘ A_{111\mathrm{O}(1}(\mathrm{Y}\mathrm{l}\mathrm{f}()1^{\cdot}11()111\mathrm{i}11(_{\subset \mathrm{i}}^{\backslash }‘ r$
$\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1^{)1}}11()\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t})\mathrm{n}[2-5]$ . $\backslash l^{\tau}\mathrm{t}^{1}(1\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{V}}\langle\backslash$ a $111\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{t}^{1}\mathrm{r}11\dot{\zeta}1\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{a}1$ model of the 1st ($1^{\cdot}\mathrm{e}1$ ( $1^{\cdot}$ ODE $\mathrm{f}\mathrm{t}$ ) $1^{\cdot}111$ for the $(.(111^{1})(\backslash (1$
lllofio\Pi of $1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{n}(1$ flooded }$\backslash ^{\mathrm{V}}C‘\iota \mathrm{t}$ { $1^{\cdot}$ . In or$(\mathrm{l}\mathrm{t}$ } $1^{\cdot}$ to $\iota 111(1(^{\mathrm{Y}}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}.\mathrm{d}\mathrm{J}1(1_{11}1(^{\backslash }(.\mathrm{I}_{1_{\dot{C}\iota}}11\mathrm{i}\mathrm{s}111$ of $11()111\mathrm{i}_{1}1(^{\backslash }.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}1^{\cdot}(^{\backslash }\mathrm{s}1)()11_{\iota^{\backslash }}^{\mathrm{t}},(\backslash$ of
a fiooded $\mathrm{h}\sigma_{)}^{\mathrm{t}}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1^{)}}\mathrm{i}_{11\tau}\backslash \cdot \mathrm{a}\mathrm{V}(\backslash \mathrm{s}$ . rve $(^{\mathrm{Y}}\mathrm{x}\mathrm{a}111\mathrm{i}_{1}1(^{\mathrm{Y}}\}_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}\iota 1\Gamma(.\dot{\mathrm{c}}\mathrm{L}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t})\mathrm{I}1$ of $\mathrm{s}\mathrm{o}1_{1}1\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11_{\iota}^{\mathrm{t}}\mathrm{t}$, of this lllodel.
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2 Experiments
$\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}\iota 11^{\cdot}$( $\}$ $1$ shows a $\mathrm{g}(^{\mathrm{Y}}11$( $\backslash 1^{\cdot}\dot{\zeta}\mathrm{d}$ view of a $\mathrm{t}$)($\mathrm{X}^{-}.\mathrm{s}11\mathrm{a}_{\mathrm{P}}(^{\mathrm{Y}}(1\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{o}(1(^{\backslash }1$ (the $1\mathrm{t}^{\backslash }11\mathrm{b}^{\Gamma \mathrm{t}\mathrm{h}}L=0.92\mathrm{r}11$ . the $\mathrm{b}_{1\langle^{1}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$lth
$B=0.45111$ . the draft $d=0.11111$ . the $\mathrm{f}_{\mathrm{l}\mathrm{t}^{1}(}\backslash \uparrow$) $\mathrm{o}\mathrm{a}\mathrm{r}(1f,.=0.02_{1}11$ . the ( $1\mathrm{i}\mathrm{s}1^{)}1\dot{C}\mathrm{i}\mathrm{J}\langle(^{\mathrm{Y}}111\{\backslash 11\mathrm{t}W=45.54\mathrm{k}\mathrm{g}$. the
natural $1$ ) $(^{\backslash }1^{\cdot}\mathrm{i}$((1 of $1^{\cdot}011111\langle$) $\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}$ )$11T,,,.=1.54\mathrm{s}(\backslash ,\langle i.)$ used ill $\langle^{\backslash }\mathrm{x}_{1}\mathrm{J}\{\backslash ,1^{\cdot}\mathrm{i}_{1}11(111\mathrm{t}\mathrm{s}[1]$ . $\backslash \backslash ^{\tau}(^{\rangle}111(_{\dot{\zeta}}^{\rangle}\iota,\zeta^{1}1)1\mathrm{r}(\backslash (1$ roll. sway
$\dot{\mathrm{c}}\mathrm{i}\mathrm{J}1(1$ heave lllotit $\rangle$n ill waves of ((llstant height and $1$ ) $(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}((111\mathrm{s}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}1)(\rangle \mathrm{t}\xi\backslash 11\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t})1\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{t}^{\tau}1^{\cdot}\mathrm{S}$ .
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(a) $\mathrm{T}\mathrm{i}_{111(^{\backslash }}\mathrm{s}(^{\backslash }1^{\cdot}\mathrm{i}(^{\backslash \zeta_{)}}‘ \mathrm{t} (l))\mathrm{R}(^{\backslash }(011\mathrm{S}\mathrm{t}_{\Gamma\iota}1(\mathrm{t}\mathrm{t}\backslash (1\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}_{1}\cdot‘\alpha\cdot \mathrm{t}\mathrm{o}1^{\cdot}$
Fig.2 Measured roll motion of the box-shaped model
( $11^{\tau_{\dot{C}\iota \mathrm{v}(}}\backslash \mathrm{h}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}H=18.2(111$. $\backslash \backslash ^{\tau}‘ \mathrm{a}\mathrm{V}(\mathrm{Y}\mathrm{f}\mathrm{i}\cdot(^{\mathrm{Y}}(1\cdot f=0.7\mathrm{H}^{r}/. ‘ \mathrm{U}11\langle)1\ln\tau$ of water illsi( $1(\backslash$ the $\mathrm{s}11\mathrm{i}_{1})l^{\dagger}=5\mathrm{k}\mathrm{g}$ )
$\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}\iota 11^{\cdot}$(. 2 shows $\zeta‘ \mathrm{L}\mathrm{n}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{x}\dot{\zeta}\mathrm{U}\mathrm{r}11$) $1(\backslash$ of $111\langle^{\backslash \chi \mathrm{i}1}‘ 11^{\cdot}(\backslash (11^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{t}\tau\varphi 1111(1\mathrm{t}\mathrm{l}1^{\cdot}$ the $\langle$ ($11(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\{)\mathrm{n}\mathrm{s}$ of $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{t}1\backslash \backslash ^{\tau}\mathrm{a}\backslash r(\backslash$
$\mathrm{f}\mathrm{i}\cdot(\backslash (1^{\mathrm{t}1}\mathrm{t}^{\tau}11(\mathrm{Y}\backslash f=0.\overline{/}\mathrm{H}’/_{\lrcorner}$ . fhe wave $\mathrm{h}(^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{g}11\mathrm{t}H=18.2(111.\dot{\mathrm{c}}\mathrm{U}1(1\mathrm{t}11(^{\mathrm{Y}}‘ \mathrm{i}\mathrm{J}\mathrm{l}\mathrm{l}01\mathrm{l}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{t}$ of $\backslash \backslash ^{\mathrm{Y}}\mathrm{a}\mathrm{t}(\tau 1^{\cdot}\mathrm{i}\iota 1\mathrm{S}\mathrm{i}(1(^{\mathrm{Y}}\mathrm{t}\mathrm{h}(^{\mathrm{Y}}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1})$
{ $’=5\mathrm{k}\mathrm{g}$ . $\mathrm{T}1_{1\mathrm{t}^{\backslash }}‘ \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\Gamma\alpha\cdot${ $01^{\cdot}$ in $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}.2($ } $))$ is $1^{\cdot}\langle^{1}\langle \mathrm{O}11\mathrm{S}\mathrm{t}1^{\cdot}\iota 1(\mathrm{t}(^{\mathrm{Y}}(1\mathrm{t})\mathrm{y}_{11\mathrm{S}}\mathrm{i}1(1\mathrm{t}^{\backslash 1\mathrm{d}}\mathrm{y}((\langle)1^{\cdot}(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{t}\mathrm{t}\backslash \mathrm{S}(\mathrm{c}p(f). \mathrm{o}(t+\tau))$







” $\gamma$ . . $:_{11|}\cdot-\nu$ $r$ . . $:_{(!}|$ . . $\mathrm{r}$ ${ }$ . . $:_{1l},$ $\cdot-$ .
(a) $\mathrm{t}^{\iota})=\mathrm{u}(1\mathrm{e}\mathrm{g}.$(1)$)$ $\theta=30\mathrm{d}e\mathrm{g}$. (c) $\theta=60\mathrm{d}e\mathrm{g}$ . (t1) \iota =9\cup c\iota eg. $(\mathrm{e})\dot{\{})=\perp.f\cup \mathfrak{c}\iota e\mathrm{g}$ . (f) $\iota 9=1\mathit{0}0r\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}$ .
$\wedge$
$\delta$ $X$ ’ ”
$\mathrm{e}=\mathrm{P}-$. $\sim=\vee-$. $0=arrow-$. $\sim=\vdash-$. $0=\vee-$.
$\mathrm{t}$ . .
$:_{\mathrm{t}\prime}$ }. . $*$ $n.-:_{\mathrm{t}},,--$ ” $\gamma$ . . $..1\prime 1^{-}$ . $\Leftrightarrow$ $r$ . $*\cdot||’|\mathrm{s}*$ $\cdot$ $\delta$ . . .$}’). . $\mathrm{v}$
$(\mathrm{g})\uparrow)=\perp 8\cup\subset \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{g}$ . (h) $\theta=210\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}$. (i) $\theta=240\mathrm{d}e\mathrm{g}$ . (j) $\theta=270\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}$. (k) $\theta=300\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}$. (1) $\iota i=330\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}$ .
Fig.3 Stroboscopic plots of fig.2
({ $f_{\backslash }1^{)}1_{1}\dot{\mathrm{c}}\iota^{\zeta}\backslash 1,(^{\backslash }$ of $\mathrm{i}11(\mathrm{i}(1(^{1}\mathrm{r}1\dagger \mathrm{w}\dot{\mathrm{c}}\iota \mathrm{V}^{\tau}‘ \mathrm{s})$
$\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}_{11}1^{\cdot}(^{\backslash }3(1\mathrm{i}_{\backslash }\mathrm{C}^{2},1)1\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{s}$ $\mathrm{t}\underline{1}1(\mathrm{Y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot()\mathrm{t})()\mathrm{s}(.()1)\mathrm{i}($
. $1\mathrm{J}1()\mathrm{t}\mathrm{S}()\mathrm{f}(\phi(\mathrm{f}). \varphi(\dagger+\mathcal{T}))()\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{p}()\mathrm{i}11(_{\dot{C}}.\Pi\langle^{\backslash }\mathrm{s}(\mathrm{Y}(.\mathrm{t}\mathrm{i}\prime \mathrm{t})11\backslash \mathrm{b}\}\backslash \cdot \mathrm{i}\mathrm{t}1_{1}\downarrow)=0$.
30. 60. $\cdots,$ $330(1_{\mathrm{f}^{\mathrm{l}}}\mathrm{g}$ . $1\backslash ^{\tau}\mathrm{h}(\backslash 1^{\cdot}\mathrm{t}\tau\downarrow?(1\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{n}()\mathrm{t}(_{\mathfrak{l}}\mathrm{Y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{t}^{\backslash }1)1_{1\mathrm{A}\mathrm{b}(}.\backslash \langle)\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{h}\langle^{1}\mathrm{i}11(.\mathrm{i}(1(^{1}11\mathrm{t}\mathrm{W}\dot{\mathrm{c}}\mathrm{t}\mathrm{V}\langle_{1}^{\backslash }\mathrm{s}$. $\backslash \backslash \tau(^{\backslash }(..\mathrm{d}\mathrm{J}1(.1(^{\backslash }\dot{\mathrm{c}}\mathrm{L}\Gamma 1\mathrm{y}\mathrm{S}(^{\mathrm{Y}}(^{\backslash }$
$\mathrm{s}\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{e}\dagger(.11\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}$ . $\mathrm{f}()1(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{g}$ . $\mathrm{a}\mathrm{n}(1\langle.()1111^{)}1^{\cdot}(^{\backslash }|\mathrm{b}_{\mathrm{k}}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{l}1^{)}1^{\cdot}()(i(\backslash \prime \mathrm{S}\mathrm{S}.$ Ill $‘$$\mathrm{M}1(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t})11$ . $\mathrm{w}(^{\mathrm{Y}}(.‘ \mathrm{a}1(.\iota 11.\mathrm{a}\mathrm{t}(\backslash (1\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{a}_{\mathrm{I}^{)\iota 1}1^{)}\downarrow}11()\mathrm{V}\mathrm{t}\backslash \mathrm{X}\mathrm{t})11(^{\mathrm{Y}}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{s}$
of $\tau \mathrm{h}\mathrm{i}_{\iota}^{\zeta}\mathrm{t},(1_{\dot{\mathrm{c}}\mathrm{i}}\mathrm{J}\uparrow \mathrm{a}.\cdot \mathrm{a}\mathrm{r}1(1\mathrm{f}_{01111}(1\mathrm{t}\mathrm{h}.\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}1_{1(}\backslash 111\mathrm{d}\mathfrak{l}\mathrm{X}\mathrm{i}111\iota 1111()11$( is $1^{)\mathrm{t}}$ ) $\mathrm{k}\backslash \mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{t}^{1}..\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{t}^{\backslash \zeta}’(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}(_{\mathrm{k}}^{\backslash \zeta})111\dagger \mathrm{u}^{1}‘,\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}(\mathrm{l}\mathrm{i}(..\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}\backslash \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}.\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}11(^{\mathrm{Y}}$
$\mathrm{r}\mathrm{r}1^{\mathrm{Y}}‘ \mathrm{a}\mathrm{S}\iota 11^{\cdot}(^{\}}(11^{\cdot}()11\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{l}()\mathrm{t}\mathrm{i}()\mathrm{n}$ ill fig.2 $\mathrm{i}_{\iota}^{\zeta^{\backslash }},\mathrm{t}\cdot \mathrm{h}‘ c\mathrm{L}()\dagger \mathrm{i}(_{\text{ }}.$ . $\backslash \backslash ^{7}(^{\mathrm{Y}}.\mathrm{a}1\iota \mathrm{b}()\mathrm{f}()1111(1\langle.()1111^{)}1\mathrm{i}\mathrm{t}_{\dot{C}}.\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}(1|_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}|11^{\cdot}(.‘ \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}()111)1_{1\mathrm{t}^{\backslash }}11()111(\backslash 11\mathrm{a}$
with $(\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{V}(^{\mathrm{Y}}11(\backslash \mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}_{\mathrm{S}}$ .
3 Mathematical Model and Bifurcation Analyses
3.1 Modelling of the Coupled Motion of Roll and Flooded Water
Fig. $4\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$of two-dimensional motion of a flooded box-shaped ship
in regular waves
( $\phi;1^{\cdot}()11_{\dot{\mathrm{c}}\mathrm{t}\downarrow 1}1\mathrm{g}1(1\langle)\mathrm{f}$ a sllip. $\backslash \backslash$ ”$1^{)(}\zeta^{\backslash }1_{\mathrm{t}}\backslash$ ( $\rangle \mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{h}(^{\mathrm{Y}}\backslash \mathrm{b}\mathrm{t}11^{\cdot}\mathrm{f}_{\dot{\zeta}}\iota\langle(^{\tau}$ of fl0(($1(^{\backslash }(1\mathrm{W}i\iota \mathrm{t}(\backslash 1^{\cdot}. |J\})\mathrm{r}\backslash \langle_{\dot{\mathrm{c}}\iota}\mathrm{s}\backslash$( $1\mathrm{t}11$ of a $\backslash \mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1}$).
$l_{J_{\tau;}},;\})1^{\cdot}\mathrm{t}^{\backslash _{\zeta}}‘\iota(1\mathrm{t}\mathrm{h}$ of a $\mathrm{v}\mathrm{t}^{\tau}11\mathrm{i}(1\mathrm{t}^{\backslash }(1(^{\mathrm{Y}}\langle \mathrm{k}$. $d_{9}$ ; ( $1_{1}\cdot \mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{t}$ . $f,.;\mathrm{f}1^{\cdot}(^{\mathrm{Y}}(^{\mathrm{Y}}\mathrm{t})\mathrm{O}\dot{\zeta}\Pi(1$ . $d_{l\backslash },.\cdot(1(^{\mathrm{Y}}1)\mathrm{t}1_{1}$ of floo$(1\{^{\backslash }(1\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{t}_{\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}}1^{\cdot}$ .
$C_{\tau_{backslash }}\cdot$ (( $\mathrm{n}\mathrm{t}(^{\backslash }1^{\cdot}$ of $\mathrm{g}\mathrm{l}\cdot i\mathrm{t}\mathrm{V}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}\langle)\mathrm{f}$ a $\mathrm{s}11\mathrm{i}_{1}$). $C\tau_{\mathrm{t}}l\mathrm{i}\backslash (\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}11\mathrm{t}\mathrm{t}\tau 1^{\cdot}$ of $\mathrm{g}\mathrm{l}\cdot\dot{\mathrm{c}}\mathrm{t}\mathrm{v}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ of $\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{o}\mathrm{o}(}1(\mathrm{Y}(1\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}$ . $B_{\mathrm{s}\backslash }((^{i}11\mathrm{t}(^{\backslash }1^{\cdot}$ of
$\mathrm{t})|1(\gamma \mathrm{d}\mathrm{J}\mathrm{l}(\mathrm{y}$ of a $\iota \mathrm{s}^{1}11\mathrm{i}_{1))}$
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$\mathrm{F}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}.\langle)|),\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{Y}\mathrm{l}\cdot \mathrm{V}^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}\rangle \mathrm{n}\mathrm{s}$of the $(^{\mathrm{Y}}\mathrm{x}_{1^{)\mathrm{t}^{\backslash }}}\mathrm{r}\mathrm{i}_{1}\iota 1\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{n}\mathrm{t},\mathrm{s}$ , it $\mathrm{w}‘ x^{\mathrm{C}}1$, follnd that the lloIllill(\tau ar $1^{\mathrm{h}}$) $(^{\mathrm{Y}}11\mathrm{O}\mathrm{I}11(^{\tau}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{a}$ were
(1 $()111\mathrm{i}11\dot{t}\mathrm{t}\mathrm{t}(^{1}(11)\mathrm{y}(.()\iota 11^{1\backslash })((1111\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}$ ( $\rangle 11$ of $1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{l}1_{\dot{C}}1\mathrm{J}1(1\mathrm{f}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{O}(}1\mathrm{e}(1\urcorner,\backslash \tau \mathrm{a}\mathrm{t}(\mathrm{Y}\mathrm{l}\cdot$ ill waves. Thell we derived a lllathe-
$111\dot{\mathrm{c}}\iota\dagger \mathrm{i}(.‘ \mathrm{a}1_{1}11\mathrm{O}(1(\backslash 1$ for the $(\mathrm{t}111^{1})\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}(11\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}\mathrm{Y}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\dot{\mathrm{c}}\mathrm{u}$ waves, as $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{o}$}$\backslash ^{\tau}11$ ill fig.4. $i\mathrm{L}\mathrm{S}\mathrm{S}\iota \mathrm{l}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(1)(i(\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l})\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$
of $1^{\cdot}\mathrm{t}\mathrm{l}1$ lllotion $.\mathrm{a}\mathrm{n}(1$ fiooded wat $‘\backslash 1^{\cdot}$ is dolllinant. and sway and $\mathrm{h}\mathrm{t}^{1}\lambda$ve $\mathrm{l}\mathrm{I}\mathrm{l}((\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{s}(\dot{\mathrm{c}}\iota 11$ be $\mathrm{n}(^{\tau}\mathrm{g}1^{\mathrm{y}}‘(\{‘ 1(1$ .
(2) tlle $\mathrm{s}\iota 11^{\cdot}\mathrm{f}\dot{\mathrm{c}}\iota \mathrm{t}\cdot \mathrm{e}$ of flooded $\mathrm{w}\mathrm{a}\{\mathrm{e}\mathrm{l}$. is flat with the $\mathrm{s}\mathrm{l}(1)(\backslash \backslash \cdot(3)$ the lllotion of fiooded water $\mathrm{t}\cdot \mathrm{a}\iota 1$
$\})(^{\mathrm{Y}}\dot{\mathrm{c}}\iota 1^{)}1)1^{\cdot}(\mathrm{X}\mathrm{i}111_{\dot{C}}\iota\{(\}(1\}_{)}\mathrm{y}$ that of a $111_{\dot{C}}\mathrm{L}\mathrm{t}(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\dot{\mathrm{c}}\mathrm{d}}1)\mathrm{a}\mathrm{r}\dagger \mathrm{i}(1\mathrm{t}^{\backslash }1\mathrm{o}(\mathrm{a}\gamma(^{\mathrm{y}}(1$ at the center of $\mathrm{g}_{1}\cdot \mathrm{a}$vity $C_{\tau_{\eta}},$ . (4) the
$\mathrm{f}_{\mathrm{o}\mathrm{r}(}\cdot \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g})$ roll lllolnent varies sinusoidally with the same angular $\mathrm{f}\mathrm{i}\in\backslash (1^{\iota 1}\mathrm{t}111\mathrm{t}\cdot \mathrm{y}$ as the $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\cdot \mathrm{i}(1\langle 11\mathrm{l}\mathrm{t}$ waves
$\Omega$ . and (5) the ($1_{d\mathrm{r}11}.1^{)}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}_{\mathrm{I}}11\langle\rangle \mathrm{m}\mathrm{f}111\mathrm{t}_{\mathrm{S}}\mathrm{o}\iota 1$ the $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1}$) and flooded water vary lillearly with $\dot{\acute{q}}$) and $\dot{\lambda}($
$=cf/(ft)$ . $1^{\cdot}(^{\mathrm{Y}}\mathrm{s}_{1^{)\mathrm{c}}}\mathrm{t}i\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}(11\mathrm{y}$. Take the ( $.(\mathrm{O}\mathrm{l}\cdot \mathrm{C}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\dot{\mathrm{f}}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{k}‘,$. as showll in fig.4. of $\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{i}(\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{h}(1.1^{\cdot}-$ alld the $/’l$-axis
are (1 $(^{\mathrm{Y}}\mathrm{f}\mathrm{i}_{\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}(1}$ to the $\mathrm{h}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{i}’/_{\lrcorner}\mathrm{O}11\mathrm{t}_{\mathrm{d}}‘ 1$ and the $\mathrm{v}(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}\cdot\dot{\zeta}111\mathrm{y}\iota 11^{)}\mathrm{W}\mathrm{M}(1(1\mathrm{i}1^{\cdot}(^{1},(i\dagger \mathrm{i}_{0}\mathrm{n}\mathrm{S}$, respectively, and the $01^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}_{11}$
is set at the ( $.$ ( $11\tau \mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}$ of $\mathrm{g}_{1_{\dot{C}}\mathrm{t}\mathrm{V}\mathrm{i}\mathrm{y}}\mathrm{t}$ of the $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1}$ ) $C_{\tau}5$ . Oll the above $\mathrm{A}^{\zeta^{\mathrm{t}}},\mathrm{s}11\mathrm{r}\mathrm{n}_{1^{)}}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{s}$ , the $\mathrm{k}\mathrm{i}_{11}\mathfrak{t}^{\backslash }\mathrm{t}\mathrm{i}$ ( energy $K$ .
the $1$)($\mathrm{t}(^{\mathrm{Y}}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}1‘\backslash \mathrm{n}^{1}‘ 1^{\cdot}\mathrm{g}\mathrm{y}$ P. dnd the $1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{t}(^{\mathrm{Y}}$ of energy $(1\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{i}_{1^{\mathrm{J}}}\mathrm{a}\dagger \mathrm{i}\mathrm{t})11D$ (an be $\mathrm{e}\mathrm{x}_{1^{)1}}\cdot \mathrm{e}\mathrm{S}\mathrm{S}^{1}‘(1$ as
$I1_{\mathrm{S}}^{\wedge}= \frac{1}{2}M\kappa^{-}2\sigma\cdot.\}^{2}$ $K_{?\mathit{1}\grave{)}}= \frac{1}{2}?7’(.’\iota\cdot \mathrm{c}.\mathrm{v}_{?1},+?/\mathrm{c}_{\mathrm{t}}\tau)2\cdot lJ2$ ,
$P_{\mu}=-(\Lambda/I+\prime\prime l)gy_{B}\hslash$ , $P_{\mathrm{w}}=\prime\prime\prime\prime_{J?_{G^{\mathrm{v}})}}J.\mathrm{t}1$ ’
(1)
$P_{\epsilon}(\varphi’, t)=-\phi\{A_{0}+\mathrm{A}_{1}\sin(\Omega t+\psi)\}$ ,
$D= \frac{1}{2}l\text{ _{}r?}\dot{\phi}^{2}+.\frac{1}{2}\mathcal{U}\backslash \mathrm{t}1i.2$ ,
$\mathrm{w}\mathrm{h}$ ( $\backslash 1^{\cdot}\mathrm{t}^{1}$ the $\mathrm{s}\iota 1\iota$ ) $\backslash$ ”($\zeta.1^{\cdot}\mathrm{i}_{1^{)}}\mathrm{t}\mathrm{s}\#’ \mathrm{w}’ \mathrm{a}\mathrm{n}(1t,,$ ( $1(^{\backslash }11\mathrm{o}\mathrm{t}(^{1}\mathrm{t}11(^{1}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1^{\mathrm{J}}}$ . the flooded water. and the $\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{l}’ \mathrm{t}\cdot \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ roll
lrlolnent. $M.\mathrm{a}\mathrm{n}(1m$ the $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{a}_{\iota}^{\tau}‘,\mathrm{s}$( $\mathrm{s}$ of the $\mathrm{s}11\mathrm{i}_{1}$) and of the fiooded $\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{t}$ ( $\}1^{\cdot}$ . $\kappa$ the radius of $\mathrm{g}\mathrm{y}_{1}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ .
9 the $\mathrm{g}_{1\mathrm{a}\mathrm{V}\mathrm{i}}..\mathrm{t}.\mathrm{a}$tioll.a1 acceleratioll. $x_{G_{\mathrm{w}}}=(.\prime_{G_{\ell})}../’(G_{\mathrm{w}}^{\mathrm{Y}})$ the location of the center of $\mathrm{g}_{\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{V}\mathrm{i}}\mathrm{t}\mathrm{y}$ of
the $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{t}$ ) $\mathrm{O}(1(1(1\mathrm{w}.\mathrm{a}\mathrm{t}$( $\mathrm{Y}1^{\cdot}C_{7_{l’\dot{\mathrm{C}}}}$ . $x_{f_{\hslash}}’=(x_{B_{\mathrm{s}}},$ $yB_{\mathrm{s}})$ the $\mathrm{l}\mathrm{t}$)( $\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ of the $\mathrm{t}i\mathrm{t}^{1},11\mathrm{t}$( $\mathrm{r}$ of $\}$) $11(\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{n}$ ( $\mathrm{y}$ of the $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1}$)
$B_{\mathrm{s}}$ . $A_{0}+A_{1}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}(\Omega\dagger+\psi)\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\{\backslash \mathrm{f}()1^{\cdot}\mathrm{t}i\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}1^{\cdot}()11_{1\mathrm{r}1(})\mathrm{r}\mathrm{r}1(111\mathrm{t}$ . and l the $(1\mathrm{a}\mathrm{m}_{\mathrm{P}^{\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\cdot \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\cdot \mathrm{t}\mathrm{i}}}\mathrm{g}(\{)\mathrm{e}(i\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}. \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\iota)(\mathrm{Y}\langle \mathrm{v}\mathrm{G}\mathrm{l}\mathrm{y}$ .
We ( $.\mathrm{a}\mathrm{n}$ obtaill $111\mathrm{O}(1$ ($\rangle 1$ equations $\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$ the (($\uparrow 11^{)}1(^{\backslash }\mathrm{c}111\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}$ by sutstitutillg $\mathrm{e}(1\cdot(1)$ into $\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{g}_{\mathrm{l}\mathrm{a}}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{S}$
$\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}(1^{\iota}1‘\lambda$tious of $111\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{i}_{0}11$
$\frac{\mathrm{c}f}{\mathrm{c}ft}(\frac{\partial L}{\partial_{\zeta)}}$. $)- \frac{\partial L}{\partial\emptyset}+\frac{\partial D}{\partial \mathit{0}}$. $=0$ ,
(2)
$\frac{(l}{\mathrm{c}ft}(\frac{\partial L}{\partial\backslash }$. $)- \frac{\partial L}{\partial\backslash }+\frac{\partial D}{\partial\backslash }$. $=0$ ,
$\mathrm{w}\mathrm{h}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}(\backslash \mathrm{t}1_{1\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}}\mathrm{L}_{\dot{C}1}\mathrm{g}\mathrm{r}_{1C\iota}.‘ 1^{r}\mathrm{i}i1\downarrow \mathrm{I}1L=K-P$. $K=\mathrm{A}_{\mathrm{s}}^{\nearrow}+I\mathrm{i}_{r}^{r}1’\cdot$ iuld $P=P_{\backslash }.+P_{1D}+P_{\mathrm{f}},$ . $\mathrm{r}\mathrm{t}^{\tau},\mathrm{s}1^{\mathrm{J}\mathrm{C}}(i\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{V}^{\mathrm{Y}}‘ 1\mathrm{y}$ .
Oll the above $\dot{\mathrm{c}}\mathrm{J}_{J}^{\zeta}$)\backslash \mathrm{s}\iota 11\iota 1\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{n}\mathrm{S}$. $x_{B_{S}}.\mathrm{a}\mathrm{I}1(1X_{G_{2},\prime}(.\langle)1^{\cdot}1^{\cdot}(_{\mathrm{k}}1\mathrm{s}\mathrm{p}(\mathrm{n}(1$ to the ( $\mathrm{f}^{\backslash },11\mathrm{t}\mathrm{e}1^{\cdot}$ of the ( $1^{\cdot}0_{\backslash }^{1}‘,\mathrm{S}^{-\mathrm{S}}\langle^{1}(\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ of the
$\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1)}$ under tllt still water $\mathrm{s}\iota 1\mathrm{r}\mathrm{f}_{\dot{C}1}$ ( $\mathrm{i}\mathrm{t}\backslash$, and that of $\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{t}$) $\langle$ $)(1(^{\mathrm{Y}}(1\backslash \iota’ \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}^{1}1^{\cdot}$. $1^{\cdot}(,\backslash \mathrm{S}\mathrm{I}^{)}(\backslash \prime \mathrm{t}i\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{V}^{\mathrm{Y}\mathrm{l}\mathrm{y}}‘$ . Thus the $\mathrm{n}(^{\mathrm{Y}}((^{\backslash }\mathrm{s}\mathrm{S}\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{y}$
$\langle$
$.((\mathrm{r}(1\mathrm{i}_{11}‘ \mathrm{c}1\mathrm{t}\mathrm{t}^{\backslash }\prime \mathrm{S}$ ill $\mathrm{t}^{\backslash }(1\cdot(1)(..\mathrm{d}\mathrm{J}1$ be $\mathrm{g}^{\mathrm{r}_{(^{\backslash }\langle)1}\cdot\backslash },11(\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}(.\mathrm{d}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ deterlllined. In $\mathrm{a}(1(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$. we (all $\mathrm{e}\mathrm{x}_{1)1}\cdot \mathrm{G}\mathrm{s}^{\zeta^{\mathrm{t}}}\iota$’ the $111\mathrm{O}(1()1$
$\langle^{\backslash }(1^{\iota 1}.\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t})11\mathrm{s}$ of the $\mathrm{f}\mathrm{i}1^{\cdot}\mathrm{s}\mathrm{t}\langle$ $)1^{\cdot}(1(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}$ forlll $(fX/\mathrm{c}ft=F(t.x.\sigma)\backslash \backslash ’ \mathrm{h}(\backslash 1^{\backslash }‘ x=(\mathit{0}^{f},. \dot{\varphi}$ . $\backslash \cdot i)$ and $\sigma(1\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}11\{)\mathrm{f}\langle_{\iota}\backslash ,\mathrm{c}$; a
$\mathrm{S}$ ( of $1$ ) $i\Pi.\mathrm{w}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{t}\backslash \{(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{s}$ .
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3.2 Bifurcation analyses
$\mathrm{T}1_{1(^{1}1}\iota 1\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}(\backslash \mathrm{r}11\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{a}1111\mathrm{o}(1(11_{1}\mathrm{J}1^{\cdot}\mathrm{O}(111(\langle^{\mathrm{Y}}\mathrm{s}(\mathrm{O}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l})\mathrm{l}\mathrm{i}(‘ \mathrm{a}\mathrm{t}\langle^{\backslash }(1\}_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}_{1}\mathrm{J}_{-}1^{\cdot}\mathrm{t}\cdot \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}111)\mathrm{h}\mathrm{t}\backslash \mathrm{n}\mathrm{o}111$ ( $11\mathrm{a}$ . $\mathrm{T}1_{1\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1}1$ we $01$ ) $\mathrm{t}_{\mathrm{d}}‘ \mathrm{i}11(^{\mathrm{Y}}(1$
sollle $2-1$) $C‘ 11^{\cdot}\dot{\mathrm{c}}\iota 111(\tau \mathrm{t}(^{1}1^{\cdot}|_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}_{111}\cdot(\mathrm{a}\{\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}(\mathrm{l}\mathrm{i}‘ \mathrm{a}\mathrm{g}_{1}\cdot \mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{l}^{\mathrm{c}}\mathrm{k}‘$, in the $(\Omega. A_{1})1^{\mathrm{J}1_{\mathrm{d}}\mathrm{n}\{}\tau$ usillg the Newtoll $11\mathrm{l}\mathrm{t}\iota \mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{O}(1[6]$ .
$\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}_{111\mathrm{t}}\backslash 5$ shows $\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{f}_{11}1^{\cdot}(\dot{\subset}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}(111^{\cdot}\mathrm{v}$( $\mathrm{S}$ of the $‘ 1$ ) $(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{o}(11’$ and $‘ 1^{\mathrm{J}(^{\mathrm{Y}}1\mathrm{i}12}\mathrm{o}$( solutions whell tlle $1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{t}_{)}\mathrm{i}\mathrm{o}$ of
the a $1\mathrm{l}\mathrm{t}$ ) $111\mathrm{l}\mathrm{t}$ of flooded $\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}$ to $\mathrm{t}11(^{1}$ total $\mathrm{W}$( $\mathrm{f}$ of the $\mathrm{s}\mathrm{l}_{1}\mathrm{i}_{1}$ ) $?\downarrow \mathrm{t}/W=0.19‘ \mathrm{a}$nnd the $\mathrm{g}(^{\backslash }(111(^{\backslash \dagger}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{t}i\iota 1$
$\mathrm{t}\cdot \mathrm{t}11(1\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11_{\backslash }‘.\mathrm{t})$ of the $\mathfrak{i}^{\backslash },\mathrm{h}\mathrm{i}_{1)}$ are set to almost the $\mathrm{S}\dot{\mathrm{c}}\iota 111(^{\backslash }\dot{C}1_{\lrcorner\backslash }^{\mathrm{c}}$, a $\mathrm{f}\mathrm{t}^{\backslash }1^{\cdot}1^{\cdot}\mathrm{y}111\mathrm{O}(1\mathrm{t}\backslash 1$ used ill $\mathrm{t}11\langle^{\backslash }\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{x}_{1)}\langle\backslash 1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{I}\mathrm{I}1(\backslash 11\mathrm{t}_{\mathrm{S}[}1]$ .
We (an see that the $‘ \mathrm{p}\mathrm{t}^{1}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{o}$($11$ and $‘ 1$) $(^{\mathrm{t}}1^{\cdot}\mathrm{i}((12$ solutiolls (( $(^{\backslash }\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}$ ill sollle $1^{\cdot}(^{\mathrm{Y}}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$ . Figure 6 $\mathrm{s}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{O}\mathrm{l}\backslash \cdot \mathrm{s}$
the $1^{\mathrm{J}\mathrm{h}\mathrm{a}_{\mathrm{A}}^{\mathrm{C}^{\backslash }}\mathrm{e}}’ 1^{)\mathrm{O}}1^{\cdot}\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{S}$of them whell $\Omega=0.9$ and $A_{1}=0.02$ . This $\langle\langle$ $)\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{S}\dagger \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{W}\kappa^{\mathrm{C}}\backslash$ , also foulld ill the
$\mathrm{e}\mathrm{x}_{1^{\mathrm{J}\mathrm{t}^{1}1^{\cdot}\mathrm{i}}}111\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t};\cdot\backslash ,[1]$ .
$\Omega$
Fig.5 Bifurcation diagram, Case 1
( $\mathrm{C}_{7\mathrm{t}^{\backslash }}\mathrm{o}111\langle^{\backslash }\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{i}(\mathrm{a}1((11(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\langle)\mathrm{n}\mathrm{s}$ of the $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1^{)\mathrm{a}}}1^{\cdot}(1(1\mathrm{o}\mathrm{s}^{\mathrm{Y}}‘$ to the sanlt as $\{11(\mathrm{Y}\mathrm{f}(\mathrm{Y}\mathrm{l}\cdot 1^{\cdot}\mathrm{y}_{1}11\mathrm{o}(1(^{\backslash 1[}1]$ . $\Omega$
and $A_{1}C‘ \mathrm{u}\mathrm{e}1^{\cdot}(^{\mathrm{Y}}1)\mathrm{r}(\backslash \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{t}^{\backslash }$( $1$ ill the real $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1}$ ) $\mathrm{s}(\mathrm{a}\mathrm{l}(\backslash ,$ . $C_{7}^{N}:\mathrm{s}\alpha 1(11(^{1}-11\mathrm{O}(1\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}$ (solid $1\mathrm{i}11(\mathrm{Y}).$ I $\mathrm{V}$ :
$1)(^{1}1^{\cdot}\mathrm{i}((1(10\iota 11)1\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g}((1\mathrm{A}\mathrm{s}^{\mathrm{t}}\iota 1(^{1}$ ($1$ line). “$\mathrm{U}1(1H^{N}$ : $\mathrm{N}(\mathrm{Y}\mathrm{i}111\subset \mathrm{i}x\mathrm{k}- \mathrm{S}C‘\iota(\mathrm{k}(^{\backslash }\mathrm{r}((1\dot{\mathrm{c}}\mathrm{L}|\mathrm{s}\backslash \mathrm{h}-(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{t}(\backslash (11\mathrm{i}11(\backslash ).$ $\mathit{1}\backslash ^{\tau}$ :
(1) $\langle^{\backslash }1^{\cdot}\mathrm{i}()$ ( $1$ N.)
$\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}_{111\mathrm{e}}7$ shows $\}_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{r}(‘ d\mathrm{t}\mathrm{i}\langle)11(|\mathrm{l}\mathrm{r}\mathrm{v}$ ( $\mathrm{S}$ of the $‘ 1$) $\in\backslash 1^{\cdot}\mathrm{i}((11. ‘ 1)\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{o}(12’\lambda 11(1‘ 1^{)}\mathrm{c}1^{\cdot}\mathrm{i}_{0}(13\mathrm{S}(1_{1}1\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{s}\mathrm{w}1_{1}(\backslash 11$
the ratio of tllt1 $\mathrm{a}\iota \mathrm{I}1$($\uparrow 111\mathrm{t}$ of flooded $\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{f}\mathrm{t}^{1}1^{\cdot}$ to $\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{t}‘ \mathrm{a}$I $\backslash \backslash ^{\vee}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{i}\mathrm{g}1_{1}\mathrm{f}$ of the $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1}$ ) $n\dagger/W=0.15$ and $\mathrm{t}11(^{\backslash }$
$\mathrm{g}^{\mathrm{r}_{(^{\mathrm{Y}}\mathrm{o}11}}1(^{\mathrm{Y}}\mathrm{t}_{1\mathrm{i}}’(i\iota 1((\mathrm{n}(\mathrm{l}\mathrm{i}\dagger \mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{S}$ of the $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1)_{\subset}\mathrm{t}_{}1}\mathrm{t}\backslash$ set to $\dot{\zeta}\iota \mathrm{l}\mathrm{r}\mathrm{I}\mathrm{l}$($\mathrm{s}\mathrm{t}$ the $\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{r}1\langle^{\backslash }\mathrm{a}‘ i$ the $|$)($\mathrm{x}- \mathrm{S}1_{1\mathrm{a}}1^{)((}\backslash 111\mathrm{l}\mathrm{o}(\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}$ used
ill $\mathrm{t}11$( $\backslash (^{\tau}\mathrm{x}_{1^{)(}}\backslash 1^{\cdot}\mathrm{i}111\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{S}[1]$. $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{g}_{111}$.( $8h\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{W}\mathrm{S}\mathrm{V}\dot{\zeta}11^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{l}$of the $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{o}\mathrm{I}$ ) $\mathrm{o}\mathrm{S}(\mathrm{t})1$ ) $\mathrm{i}(1)10\dagger \mathrm{s}$ of the $1^{\cdot}\mathrm{t}$ ) $11_{\dot{C}}\mathfrak{U}\gamma 1(^{\backslash }\mathrm{o}$, at
$\iota f(=\Omega t+\iota))=0_{\mathrm{d}\mathrm{n}}(1\mathrm{V}\mathrm{M}$ iation of the $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{a}_{1^{)1}}111(\mathrm{V}(^{\mathrm{Y}}\mathrm{x}1)\mathrm{O}11(^{\backslash }11\mathrm{t}\mathrm{Y}\mathrm{b}.‘ \mathrm{A}1$ (1 aan $(^{\backslash }\mathrm{x}\dot{C}\mathrm{U}111)1(1$ of $\mathrm{f}11(^{\backslash }1)11\mathrm{r}$se $1)\langle$ ) $1^{\cdot}\mathrm{t}_{1\subset}‘\dot{\mathrm{u}}\tau$
of the ( $11\dot{\mathrm{c}}1-\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{l}\dagger \mathrm{i}\mathrm{t})11$. $\mathrm{W}\mathrm{h}(^{\mathrm{Y}}11\Omega$ is fixed to 0.45 $\mathrm{a}11(1A_{1}$ is $\mathrm{i}_{11(1(_{\dot{C}\mathrm{L}}^{\backslash }}\mathrm{t}_{)((1}^{\mathrm{t}}\mathrm{Y}.$ Ill fig. $\overline{/}$ . $(1_{1_{\dot{C}}\mathrm{u})}\mathrm{t}\mathrm{i}(.\mathrm{s}\mathrm{o}1_{1}1\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t})11\mathrm{s}$
140
were found ill th $(^{\mathrm{Y}}\mathrm{t}\cdot 1\mathrm{o}\mathrm{s}(^{\mathrm{Y}}(1\mathrm{t}111^{\cdot}\mathrm{V}\mathrm{t}$} $\mathrm{s}$ of the $\mathrm{N}\mathrm{t}^{1}\mathrm{i}_{\mathrm{l}\mathrm{x}1}i\iota 1^{\cdot}\mathrm{k}-\mathrm{S}C‘ \mathrm{L}(\mathrm{k}\mathrm{t}\tau 1^{\cdot}|_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}_{11}1^{\cdot}(\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}$ ($11$ of the $‘ 1$ ) $(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}$(($11$ alld $‘ 1$) $\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}((1$
$2^{\cdot}$ .
(a) $\mathrm{p}_{(^{\mathrm{Y}}1}\cdot \mathrm{i}()(11 (\mathrm{t}))\mathrm{p}_{\mathrm{C}1}\cdot \mathrm{i}()(12$
Fig.6 Coexistence of ‘period 1’ and ‘period 2’
( $\mathrm{c}_{k^{\mathrm{i}}}\}\mathrm{e}1$ . $\Omega=0.9,$ $A_{1}=0.02$ ill fig.5)
$\Omega$
Fig.7 Bifurcation diagram, Case 2
( $\mathrm{C}_{\mathrm{T}\{^{\mathrm{Y}}\langle)}\mathrm{I}11\mathrm{t}\backslash \mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{i}(d1(\langle)\mathrm{I}1$( $1\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}_{0}11\mathrm{s}$ of $\mathrm{t}11\mathrm{t}^{\backslash }$ sllil)\subset ‘m(Y $(10^{\zeta}\iota^{1})$( $\mathrm{Y}$ to the $|$ ) $(\mathrm{x}-\mathrm{S}\mathrm{h}_{\dot{C}}\iota_{1})\{^{\backslash }(1\mathrm{I}\mathrm{I}1\langle)(1()1[1]$ . $\Omega$ and $A_{1}$
$\dot{\mathrm{c}}1\mathrm{J}^{\cdot}(^{\tau}1^{\cdot}\mathrm{t}\backslash 1)1^{\cdot}\mathrm{t}\backslash \mathrm{s}\mathrm{t}\backslash \mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}(1$ ill $\mathrm{f}11(\backslash (^{\backslash }\mathrm{X}1)(\backslash 1^{\cdot}\mathrm{i}111(^{\backslash }11\mathrm{t}i11\mathrm{S}(.\dot{\mathrm{r}}\iota 1(\backslash ..C_{7}^{\mathrm{J}\mathrm{v}}:,\zeta_{)}\backslash i\iota(1(11(\tau_{-11}\mathrm{t})(1$( $\backslash$ (solid $1\mathrm{i}_{11(}\backslash )$ . $I^{\backslash ^{\mathcal{T}}}.:1$ ) $(^{\backslash }1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{t})(1$





(a) $\mathrm{v}_{\mathrm{a}1}\cdot \mathrm{i}_{\lambda}\mathrm{t}\mathrm{i}_{01}1$ of $\mathrm{s}\dagger 1^{\cdot}\mathrm{t}\}_{)\mathrm{o}\mathrm{S}}(\mathrm{t})1)\mathrm{i}(1)1_{\mathrm{o}\mathrm{t}}\mathrm{S}$ of tllt1
$(\mathrm{I}))\backslash \Gamma_{\mathrm{c}\mathrm{i}X}‘ \mathrm{i}_{\dot{\mathrm{c}}}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{i}_{011}$ of the $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{a}_{1^{)\mathrm{t}11}}1\mathrm{o}\mathrm{v}\langle^{\mathrm{Y}}\mathrm{x}1)\mathrm{o}\mathrm{I}1(^{\backslash }11\mathrm{t}_{\backslash }\mathrm{b}$
1( $\rangle 11$ angle $\zeta^{f},$) $(f0+//\mathfrak{l}\tau)$ ( $T$ : wave $1$ ) $(^{\backslash }1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{o}(1$ .
$\prime\prime\prime=1.2.\cdots.100)$
$\phi$
$(()\mathrm{P}\mathrm{h}_{\dot{C}}\mathrm{L}\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{e}1)$ ($1^{\cdot}\mathrm{t}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}$it of the $\mathrm{t}\mathrm{h}\alpha$ ) $\mathrm{t}\mathrm{i}\langle$ so-
lutioll at $A_{1}=0.51875$
Fig.8 Variation of the stroboscopic plots of the roll angle $\prime p$ , the Liapunov
exponents $\lambda$ , and the phase portrait of the chaotic solution (Case 2.
$\Omega=4.5$ in fig. $\overline{/}$ )
4 Conclusions
Solll($\tau(^{\backslash }\mathrm{x}1)(11^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{I}\iota 1}\mathrm{t}111\mathrm{t}\mathrm{a}1\backslash \backslash ^{\tau}\langle)1^{\cdot}\mathrm{k}\mathrm{s}11\mathrm{a}\mathrm{v}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}(1\mathrm{t}^{\backslash }111\mathrm{O}\mathrm{I}1_{\mathrm{k}}\sigma\backslash \mathrm{t}_{1})\mathrm{a}\mathrm{t}\langle^{\backslash }(1$ that a flooded $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{1})\mathrm{t}\cdot i\mathrm{M}1(^{\mathrm{Y}}\mathrm{x}1_{1}\mathrm{i}|)\mathrm{i}\mathrm{t}11\langle$ ) $\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}_{1}1\mathrm{t}\backslash \mathrm{a}\mathrm{r}$
$1^{\cdot}\mathrm{o}\mathrm{l}1_{1\mathrm{r}1}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}(11$ . $\mathrm{i}\mathrm{n}(1\iota 1(\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}(\mathrm{h}i1_{\lrcorner}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}(011(^{\backslash }. \mathrm{i}_{1}1\mathrm{w}i\iota \mathrm{V}(_{\backslash }^{\mathrm{Y}\zeta^{\mathrm{t}}},. \mathrm{O}\mathrm{I})\mathrm{S}\mathrm{t}^{\backslash }1^{\cdot}\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t})11\mathrm{s}$ of the $(^{\backslash }\mathrm{x}_{1^{)(^{\backslash }}}1^{\cdot}\mathrm{i}_{11}1(^{\iota}\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{s}$ suggested $\mathrm{t}11\dot{\mathrm{c}}\iota\{$
$11\langle$ $)\mathrm{I}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}^{\backslash }‘ 1\iota 1\mathrm{y}\mathrm{t}\cdot \mathrm{O}111)1\mathrm{t}^{\backslash }(1111\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11$ of $1^{\cdot}(11\mathrm{a}11(1\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{o}\mathrm{t})(11\mathrm{t}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}}\mathrm{t}\backslash (\mathrm{W}\mathrm{a}1^{\cdot}(1_{011}1\mathrm{i}_{1}1\dot{C}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{t}\backslash \mathrm{s}$ these $((1111)1\mathrm{i}(_{\dot{C}\iota}\mathrm{t}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}(1_{1})\mathrm{h}\mathrm{t}\tau 11\mathrm{O}1\iota 1(\tau 11\mathrm{a}$ .
$\mathrm{T}11\langle^{\}}11$ we (1 $(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}\mathrm{i}_{\mathrm{V}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}}(1$ the $111\mathrm{d}\dagger \mathrm{h}(^{\backslash }111\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}(\mathrm{d}\iota 111\mathrm{o}(1\mathrm{t}^{11}\mathrm{f}(1^{\cdot}\mathrm{t}11(^{\mathrm{Y}}((111^{1})\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}(1111\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\dot{\mathrm{e}}\mathrm{U}1(1\mathrm{i}11\mathrm{v}\langle_{\ell}\backslash \mathrm{c}\backslash ,\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}(\backslash (1|_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}11^{\cdot}(\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}(11$
$\mathrm{o}\mathrm{f}_{1})\mathrm{t}^{\backslash }1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{t})(1\mathrm{i}\langle\iota’ \mathrm{t}\zeta^{1})1\iota 1\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{s}$ . $\mathrm{T}11\langle^{\backslash }1^{\cdot}(^{\backslash }\mathrm{S}\iota 11\mathrm{t}^{\iota},,,$ $\mathrm{S}1_{1}(\backslash \backslash ()(1^{\gamma 1\mathrm{t}}1_{\dot{C}\iota}\mathrm{t}\cdot \mathrm{h}_{\dot{\mathrm{c}}\mathrm{L}\mathrm{O}}\mathrm{t}\mathrm{i}$( solutions $\mathrm{w}\mathrm{t}^{\backslash }1^{\cdot}\langle \mathrm{Y}\mathrm{f}(n11(1\mathrm{i}_{\mathrm{I}}1\mathrm{t}\iota 1(^{\mathrm{Y}}(10\iota \mathrm{b}\mathrm{t}\backslash (1\langle|11^{\cdot}\mathrm{v}(^{\backslash }\mathrm{S}$
of $\mathrm{t}11(^{\backslash }\mathrm{N}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{i}111\mathrm{a}1^{\cdot}\mathrm{k}-\mathrm{s}\dot{C}1(\mathrm{k}(\backslash 1^{\cdot}\}_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}|11^{\cdot}(i\dot{\mathrm{u}}\dagger \mathrm{t}\mathrm{I}1$. In $01^{\cdot}(1(^{1}1^{\cdot}$ to $1111(1(\backslash 1^{\cdot}\mathrm{s}\mathrm{t}\dot{\zeta}\mathrm{i}\mathrm{J}\mathrm{l}(1111\mathrm{t}^{\backslash }(11\mathrm{a}11\mathrm{i}\mathrm{S}111$of $11(111\mathrm{i}11(^{\backslash }\mathrm{a}\mathrm{r}1^{\cdot}\mathrm{t}^{\backslash }\mathrm{s}1^{)(\rangle}11\mathrm{S}\mathrm{t}^{\backslash }$
$\mathrm{f}_{011}\mathrm{U}(1\mathrm{i}_{1}1(^{\backslash }\mathrm{x}1)\langle\tau 1^{\cdot}\mathrm{i}_{1}11(^{\mathrm{Y}}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{c}\zeta,$ . we need $\mathrm{f}\mathrm{i}11^{\cdot}\mathrm{t}\mathrm{h}(^{\mathrm{Y}}1^{\cdot}$ study on $\}_{)}\mathrm{i}\mathrm{f}|\iota 1^{\cdot}(_{\dot{C}1}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{i}_{1\mathrm{l}}\mathrm{g})$ this $111((1(\backslash 1$ .
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